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En este axtículo nos vamos a ocupar de la contro
labilidad de sistemas no lineales del tipo
S : x = f(x,u)
	
(1)
donde ; xE 1:-, siendo i,1 tina variedad difez~encis~ole cone
v
xa de e` ; uE U, siendo U un subconjunto de Rr , 0 e U
y f una función
Dicha cuestión fue tratada por Kal:_tan, para sis-
temas linéale :, a principio de los sesenta . Diversos
autores, Hermann_(6), Haynes-Hermes (5), Lobry (7), -
BrooYett (2), etc., basados en el trabajo de Chow (3)
han desarrollado, en esta: última década, una . teoría -
análoga para sistemas no lineales en términos del ál-
?:,ebra de Lie de campos de vectores sobre 1,1 generada
por la familia o de campos de vectores f( " u) co-
rrespondientes a los valores constantes de ue U, que
se llama familia .d e campos de vectores asociada a S .
Dicha teoría es fundamentalmente una teoría lo
cal que en algunos casos proporciona resultados -loba
les . Los principales resultados de la misma son ex
puestos en 2.- combinando en una nueva forma los tra-
bajos (2), (6), y (7) . Introducimos ahí la definición
de sistema simétrico para los que proporcionamos re-
sultados de controlabilidad global . Un caso particu-
lar de ellos es presentado .
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En 3 .- desarroll.eT:los una nueva, conúici6n sufi-
ciente
	
;;ue una arplia clase de si :;teraas no linea
les sea simétrica obteniéndose para ellos los resulta
dos de controlabilidad local y global correspondien-
tes . En 4 .- hacernos una aplicación de los resultados
obtenidos en 3.- para estudiar lbi re,i6n de controla-
bilidad de un importante sistema físico .
Generalmente supondremos 1.1 y f t">` y a veces ana
liticas . Los sistemas no autónomos se pueden conside-
rar autónomos suponiendo que t es una nueva variable
de estado . TaLrbien supondremos cue el sistema (1) es
cc:mpl:~to es decir que para cada control medible acota
do u(t) y cada x E DI existe una solución de la ecua-
ci6n diferencial x = f(x(t),u(t)) satisfaciendo x(t )_
0 0
= x y x(t) e DI para cada t E 11
2 .- Resultados principales s obre controlabilidad no lineal.-
0 1 1
2 .1 .- Definición : Sean x , x c- M. Se dice que x es acc_e
0 1 0
sible desde x , y escribiremos x A x , si y solo si
existe un control medible y acotado u(t) sobre --
~t 0 ,tll tal que la solución correspondiente
0
x(t,x ,u(t) de la ecuación diferencial x = f(x,u) -
0 1
satisface x(t ) = x y x(t ) = x . El conjunto de =
0 1 0
puntos de M accesibles desde x lo representaremos
0
por A(x ) . El sistema S se dice que es controlable
si y solo si A(x) = I;I para cada x E MI .
2 .2 .- Obser "vación .- La relación de accesibilidad es evi-
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2 .3 .- Definición :
	
Sean x, ,y e D' . Se dice q-kae y es debil-
mente accesible desde x, y esc -ibirer:mos y :`i P, x, si
o k
2 .4 .- Defin ición : Sea X tin campo de vectores sobre una -
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dentera!.--,-Lo reflexiva ,; transitiva pe~" o ei : -, ner~e -
no : era :simétrica ( ;>iens.e ::;e en el caso cie : :i -,e U se
redujese a un solo punto) . Por ello IIermann ;; Ire-
ner (C5) i~itrociuje:»on la si_~uic.nte def.inic~ón
y solo si existen x = x , , x = y tales que
i i-1
se cui:iple x A x ó x A x _)ara cada i =
= 1, k . El conjunto de puntos de :' debilmente
accesibles desde x lo .representaremos por 'rl A(x) . -
El sistema S se dice que es debilmente controlable
si y solo si '.9 A(x) = D ,p :.iira c.ada xe. _ .
Variedad T;1, T_Tna . 1_7bvari_edar_I c.on°xa !`! c'__ es una sub-
variedad inte,-ral de X si para cada xe h: el espacio
tangente a N en x, T N , está completamente conteni
x
do en el es_:acio vectorial -, (X(x) ) en~;enürac:o por
la f:3milia de vectores
2 .5 .- Teorema : Sea « una -J:ariilia de car:.:pos de vectores,
eer-rac: ___Lra el c)ro( ;i.ieto de Lie, sobre una variedad
^! ta]. que ó 1 ) K es ~~ d in ¿(""x»= 1: papa ca
da xE 2) 1: es analítica . --'n -í,onces, ,;ara cada --
x e i:I existe una :3ubvari(~daci integral de :_, Id c ma
ximal para la incluÜión .
Demostración : fiara la ;ondición 1) es el clásico -
Teorema de Frobenius . :?ara 2) se puede ver stz demos
tración en Lobry (7),
_, G.- Teor ema
	
(Chorr) . Sea (x) la c.ie c;-::rpoS de
vectores asociad al i;tc;rla C . .s_, b c;!! ó 1 ) p es
w
t ::.ca ; n,_r.a cada x e =:-, s1 A(x) ~s la
mal inte,ral e `I que contiene a x .
;iei .!os tr-ación : Véase Fiermann (6)
2 ."7 .- Corol:,rio : Si es ~~y dim ~ (x) = n para cada --
el sistema á es debi7_riente controlable .
'Demostración `s consecuencia de 2 .c; y de la cone-
xión de . . .
o2 .3 .- Corolario . 3i ~ es a!ialitica y (x) = n en-
0
t)nce; . : 1:(x ) es un abierto de que contiene
0
x .
Demostración : Es consecuencia inmediata de 2 .6 .
2 .y .- Definición : Llamaremos siste~a simétrico al siste-
ma cuya accesibilidad :pea una relación simétric :. :. (y
por tanto de equivalencia) .
2 .10.- Elemp.)lo : Un sistema de l a forma
x = u f (x)4- . . . 4- u f (x)
1 1 r r
o bien en forma matricial
x = n(x) u
con 1-'(x), nxr, y u, rx1, con uE U = t(u , . . .,u )/
1 r
/~ u ( < 1 }~ i r es simétrico . En efecto
i 1 0 0
si x es accesible desde x con control u, x lo
1
será desde x con control -u . Otros aspectos Je -
Gon estu:iaüos _por Lobry (7) .
0bservacidn : :n un :_ist~ :m_a si:mFtr.ico accesibili-
dac5 y accesit>ili:ia~; clebil coinci(::en, con lo que -
, .:o :.etsos enunciar




(x) = n cara cada xE .", el sistema es
controlarle .
Le ;aostracidn . ¡,s consecuencia üe 2 .7 y 2 .11 .
2 .13.- Coro lario . Sea :S un Si ` es_ . 0 0
aualitic¿: y dim P (x ) = n entonces k(x ) es -
0
-_n abierto Cie iZ que contiene a x
consecuencia de 2 .8 y 2 .11 .
S .- Condicianes suficientes cle control-abilidad vara sis-
temas x = f(x) d- ,~ (x)u
En e3ta seccidn nos ocuparemos de los sistemas
de la -Forma .
OS
x = f(x) 4. u 2; (x) 4. . . . 4. u U- (x) (2)
1 1 r r
o bien en forma matricial
x = f(x) 4. -(x)u
. con f(x) matriz nx1 ; ó(x), nxr y u, rx1 . En general
esto : sistemas no son simétricos . En cambio .
Teorema : Sea S un sistema del tipo (2) con
oJ 1
~s . Si existe u = (u , . . . , u ) e U tal -
r 0 1 o ro
que la ecuación diferencial
x = f(x) 4 g(x) u
0
admite soluc:i6n Z~eri6dica . en eiv.a punto x de ?::, el
S es :im¿trico .
Demostración : Podemos suponer sin ;;erdida de gene
rali ad que . u
	
= 0, ya c_ue se puade escribir .
o
x = 11..(x) 4- -(x)u = f(x) + ~~(x)u 4-'(x)(u-u ) _
0 0
=f (x) 4- '(x) V
o '
con f (x) = f(x) 1 -(x)u y
0 0
(Obsérvese que O 1= V,) .
1
Sea ~o la familia de can-pos de vectores
y sean A' ( :.), A(x), (',~~~' (x), ',VA(x)), los conjuntos
accesibles, (deb ; lmente accesibles), desde x median
te curvas integrales de o y S respectivamente .
1) ',7A' (x) = ',VA(x) . Ln efecto, por ser
íf, f -g
1.
1 = 1 Lf'ó
i
v=u-u 6V =U- u
0 0
1
el álgebra de Lie, , engendrada por la familia o
coincidirá con el álgebra de Lie, , asociada al -
sistema S . 1) se s-gue de los teoremas 2 .5 y 2 .6 .
2) A' (x) Para ello basta c;eiaostrar que la
accesib,ilidad mediante curvas integrales de ~o es
simétrica . En efecto si y es accesible úesde x en .-
un tiempo E mediante la curva integral correspon-
jiente a f que pasa por x, al ser esta periódica es
claro que x será accesible desde y siguiendo la mis
ma curva integral en el sentido creciente cae t un -
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i,:L2po T-6 , üon~ie "i' es el ;orioc,o cíe dicha: curva .
ue otra forma ~ "odei_os avanzar en sentido i' y senti-
::o -f . Si y es c-.ccec,,ible desde x mec i__nte curva in-
¡ente a 1-E; , x lo oer3 áe ,de y con
la correr~~;J[1 ::1G'tlte a -
	
y viceversa . Lue~~o en --
i "
c;, clct;irr caso l.: .
ca .
es simétri
3) A'(x)C Para ello hay que probar que pode-
mos avanzar a lo lamo de l "a cut-vas inte grales de
4- .= . , mediante las de f y f4-g . Como según 2) pode-
1 i
mos avanzar en sentido -f y . 4-g = (f4-g ) 4- (-f), -
- i i
todo se reduce a probar que si podemos avanzar en -
las direcciones de dos campos cualesquiera h y h
1 2
~oder:os avanzar (localmente) en la dirección h a- h
A_ i 2
3n efecto, su;.ongamos t = 0 y x(0) = x . :Si nos mo-
0
vemos por h un tiempo t, alcanzamos
1 0 0 2
x=x4.h (x )t4.0(t )
1
si ahora seguimos h un tiempo t, alcanzamos
2 2
y=x 4.h (x)t -1-0(t ) _
0 o 2 0 2
= x 4- h (x )t 4. h (x 4» 0(t))t + o(t) _
0 1 0 2 o 2
= x 4- h (x ) 4. h (x ) t 4- 0(t )
1 2
0
luego localmente hemos seguido la dirección h (x )4
0 1
+ h (x ) con lo que queda probado 3) .
2
Como A' (x) C 1r`11' (x) y A(x)C VJA(x) de, 1 ), 2) Y 3) -
se deduce que A(x) = 7íA(x) y por t::nto que el sis-
tema S es simétrico .
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3.2 .- Observaciónes : 1) En Brockett (2) se da un caso -
particular del teorema anterior . 2) Los periodos de
las curvas intefrales de x = f(x) 4- "(x)u no tie-
0
ajan por que ser LL-u~ile :; .
3 .3 .- Corolario . En las condiciones del teorema 3 .1 . si
dim P (x) = n pura cada x E 1,1 el sistema (2) es con-
trc)lable .
Deriostración : Ls consecuencia de 3 .1 . y 2 .12 .
3 .4 .- Corolario : En las condiciones del teorema 3 .1, --




entonces A(x ) es un abierto (le t,: óue contiene a x
Demo stración . Es consecuencia de 3 .1, y 2 .13-
4.- Apli.cación.-
ma




x = -u sen 2x - u sen(2x 4- ---)-u sen(2x - ---)
2 1 1 2 1 3 3 1 3
que representa el funcionamiento de un generador sín-
crono sin amortiguamiento véase (1) y (4) .




x = - sen 2x2 .~
con puntos singulares en x = 4- k ~- ; x = 0, k = 0,1,




Por otra parte las curvas inte_rales de dicho sis







siendo C una constante .
Es facil comprobar que las curvas x =4. J14,cos2x
_ 2 - 1
limitan una regi6n,R del plano en cuyo interior Ei -
n1 1











q;te : :resentura una reg~cSn t::~ierta ; . , Lr-.x:alaci,ri de -
La .;
	
en un vector. ~C:e _." is~tai^ :~? :.s clzacterís
.1
_
t~_cas aue esta .
sistema .





x_= -san (2x - ___)
2 1 3
que presentará una región abierta r.* , traslación cie -
*. r1 3la L~.. en un vector (---,0), de las mismas caracteras-
1 3
ticas.









2 n J3 2 n
sen(2x i ___ ~ sen(2x - ___)
1 3 1 3













/-sen (2x - ---)
1 3
¡fa
33 = 2 TI
2x cos(2x - ---)
El rango de f yJ- y 5* y 11 yj 1 y [f y J, 1 1 [1, y 9 1
1 ?, 3 1 2 3
os 2 en cada punto x Ge IM .
113) Cada "trozo" 1.1 , n c-- Z , d- e Ii1 i 2, 3, es un
i 2
eunjunto abierto de P, y ;or tanto una variedad clí-
forenciable 1C0. 2n cada uno 11 ello2 se Cumplen las
condicion2s de! teorema 3 . 1 . por la que podemos asel7u
n
rar ,:ti s es, con - . ' - rol .-j.ble en (,:j-, da 11 z La
conexión Ce U U 'J nos uermite afirmar que el
1 2 3
sistema es controlable en IL- Teniendo en cuenta las -
trayectorias ;para u = u = u = 0 podemos afirmar que
1 2 3
al Astema es controlable en 1;-i región
(X ~ x	P2/
2 5 x J,
~'e2'c1 :C1'3 .ú .-
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